Kombinatorika eldadas El6add: Hajnal Péter

2014. 04. 07. Jegyzeteld: Wiandt Zso6fia

Emlékeztetd: séta a grafban: vy, €1, Vi, €2, Vo, ... , €, Vk SOrozat ahol

(1) vo, Vi, ...,veV
(2) ey ey, ...,exeE
(3.) mindegyik ei két végpontja vi és v; (i=1, 2, ... , k)

S séta vonal < e;-k kiilonbozok

Definicié: S vonal Euler vonal, ha {ey, ..., ex}=E(G) és {vo, V4, ..., vi+=V(G)

Az Euler vonal az egy olyan séta, amely sordn minden élen pontosan egyszer
haladunk &t, és minden csucsot meglatogatunk.

Definicid: S séta (vo, €1, Vi, €, Vo, ... , € Vi) esetén ha vo=vy (azaz a
kiindulopontba ériink vissza a séta végeén) akkor S zarodo/zart.

(1.) Konigsbergi hidak problémaja / végig lehet-e menni az Gsszes hidon ugy,
hogy mindegyiken csak egyszer haladunk at? (Euler-vonal)/
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(2.) Fejtord /Lerajzolhato-e kézfelemelés, tobbszords atrajzolas nélkiil?/

1. oldal



Definici6: moh6 vonalndvelés = sétalas, amikor minden 1épésnél vigydzunk,
hogy ne ismételjiink élt
(sziikségszeriien befejezodik, leall; hossza<|E(G))|)

vonalnovelés elakadasig (folytatasa nem lehetséges)

Definicid: EgQy G grafban moho vonalnoveléskor a v, €1, Vi, €, Vo, ... , €k, Vi
séta elvezet a G graf egy részéhez, amelyet bejartunk/lerajzoltunk. Ezt B-vel
jeloljiik:
e csucsok=V(G)
o ¢lek séta/vonal ¢lei
e végpontok/illeszkedés, ugyanaz, mint G-ben
Egy lényeges észrevétel:
(1.) Ha v#vg és v#vg (azaz v kiilonbozik a kiinduld és a végsd csucstol)
akkor dg(v) paros.
(2) Hav e {vo, v}, akkor

a.) ha vo#vy akkor dg(v) paratlan.
b.) ha vo=vi(=V) akkor dg(v) paros.

Bizonyités:
(1.) A séta valahanyszor athalad v-n, az athaladas B-fokot 2-vel néveli, azaz
v foka valoban paros.
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(2)

a.) Ha v=vg#vy, akkor a séta kiindul v-bol és valahanyszor athalad rajta,
igy 1+paros=paratlan a B-fok => allitas

b.) Ha v=vo=vy akkor a séta kiindul v-bol, athalad v-n, befut v-be, igy
1+paros+1=2+paros=paros a B fok => allitas

Konigsbergi-hidak
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Ezek alapjan a Konigsbergi-hidak problémajara a valasz az, hogy nem lehet gy
végigsétalni, hogy mindegyik hidon csak egyszer haladunk at, és egyuttal
visszaériink a kiindulépontba.

3 bejart graf a teljes
graf (B=QG)

vonalnovelés

Lathato, hogy B=G-ben 4 db paratlan fokl cslco .+, i we vavu, wrcon, L0t
¢szrevételiinkkel ellentmondana, ha végig lehetne sétalni ugy a hidakon, hogy
mindegyik hidon csak egyszer haladunk végig.

Eszrevétel: Ha G-ben van Euler-vonal (B=G), akkor legfeljebb 2 db paratlan
foku csucsa lehet. Pontosabban:

e Ha az Euler-vonal zarodo => 0 db paratlan foka csucsa van.
e Ha az Euler-vonal nem zar6d6 => 2 db paratlan foku csticsa van.

Euler-vonal 1étezése esetén barmely cstcsbol barmely masikba eljuthatunk. fgy
grafunk sziikségszerlien 0sszefiiggo.

A két allitds megfordithato:
Tétel: Euler-tétel

e G-ben van zar6d6 Euler-vonal < minden foka paros, és 6sszefiiggd.
e G-ben van nem zardédé Euler-vonal <> 2 db paratlan foku csucs van, és
Osszefiiggo.

Az Euler-tétel (els6 allitasa) a kdovetkez6 modon igazolhato:

Végezziink el egy moho vonalnovelést. Sziikségszeriien a kiindulé pontban
akadunk el. Ha az egész grafot bejartuk, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor
az Osszefliggd grafban lennie kell egy csticsnak, ahol bejart és bejaratlan rész is
talalkozik. Itt szakitsuk meg a sétankat, €s kezdjiink el vonalat ndvelni a be nem
jart éleken. Ez a vonalnovelés sziikségszerlien a megszakitas pontjaba tér
vissza/akad el. Innen folytathatjuk eredeti sétankat. Tovabbi ilyen bdvitésekkel
elérhetjiik, hogy a bejart rész a teljes graf legyen.
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